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Аннотация 
Введение. Широкозонные мультилатерационные системы навигации (Wide Area Multilateration, WAM) яв-
ляются основным конкурентом комплексов вторичной радиолокации систем управления воздушным дви-
жением. Принцип работы WAM-систем заключается в измерении псевдодальностей сигнала бортового 
ответчика воздушного судна системой разнесенных в пространстве приемных станций и последующей 
оценке местоположения. Одним из существенных факторов, влияющих на точность оценки местополо-
жения воздушного судна (ВС), является тропосферная рефракция. Рефракция приводит к увеличению 
длины оптического пути сигнала, а следовательно, и измеряемых псевдодальностей. Следствием этого 
является появление дополнительного смещения у оценок местоположения ВС. При этом недопустимо 
большие значения смещения получаются при оценке высоты. 
Цель работы. Получение математической модели сигналов приемных станций WAM-системы, которая 
учитывает особенности тропосферного распространения радиоволн, и синтез алгоритма оценки место-
положения ВС с компенсацией тропосферных ошибок при оценивании псевдодальностей. 
Материалы и методы. Методом геометрической оптики получены уравнения, позволяющие рассчитать 
ошибки измерения псевдодальностей, вызванные рефракцией в сферически слоистой тропосфере. 
Результаты. Предложена математическая модель формирования оценок псевдодальностей, учитываю-
щая тропосферную рефракцию. Анализ модели показал, что ошибки измерения псевдодальностей ли-
нейно зависят от расстояния между ответчиком ВС и приемным пунктом. Этот вывод позволил синтези-
ровать алгоритм оценивания местоположения ВС с компенсацией тропосферных ошибок. Синтезирован-
ный алгоритм позволяет полностью избавиться от смещения у оценок местоположения ВС при увеличе-
нии СКО оценки высоты на 60 % и сохранении этого параметра в допустимых для WAM-систем пределах. 
Заключение. Полученные в статье математическая модель сигналов WAM-системы, учитывающая ошибки 
тропосферного распространения радиоволн при оценке псевдодальностей, и алгоритм оценивания ме-
стоположения ВС с компенсацией тропосферных ошибок могут быть использованы при разработке мно-
гопозиционных навигационных систем. 
Ключевые слова: стандартная атмосфера, тропосферная рефракция, длина оптического пути, широкозон-
ная мультилатерационная система навигации, ошибки измерения псевдодальности 
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Abstract 
Introduction. Wide area multilateration (WAM) systems are the main competitors of secondary surveillance radar 
(SSR) systems used in air traffic control (ATC). The general principle of WAM operation is based on the assessment 
of pseudoranges between a signal source (an aircraft airborne transponder) and the ground receivers with pre-
cisely known geographical coordinates deployed over the ATC area. The aircraft position is estimated by meas-
uring pseudoranges. A significant factor affecting the accuracy of aircraft positioning is tropospheric refraction, 
a phenomenon caused by the inhomogeneity of the earth's atmosphere and manifested in a deviation in the 
direction of the rays along which the signal of an aircraft transponder propagates. Refraction increases the 
lengths of ray paths, thus increasing the corresponding pseudoranges. As a result, the estimate of the aircraft 
position receives an additional bias. Altitude estimates produce unreasonably large errors. 
Aim. To develop a mathematical model for the signals received by a WAM system, which accounts for tropospheric 
wave propagation, as well as to derive an algorithm for aircraft positioning with compensated tropospheric errors. 
Materials and methods. Equations for the pseudorange estimation errors caused by wave propagation in a spher-
ically stratified atmosphere were derived using the method of geometrical optics. 
Results. This paper proposed a mathematical model for pseudorange estimates in WAM systems, which accounts 
for the bias associated with the phenomenon of tropospheric refraction. An analysis of the proposed model 
showed that pseudorange errors depend linearly on the distance between the aircraft transponder and the re-
ceiver. This conclusion allowed an algorithm for aircraft positioning with compensated tropospheric errors to be 
developed. The proposed algorithm yields an unbiased estimate of the aircraft position. The standard deviation 
of altitude estimates increases by 60%, although remaining within the limits permissible for WAM systems. 
Conclusions. The developed mathematical model of WAM signals, which considers tropospheric propagation er-
rors in pseudorange estimation, as well as the algorithm for aircraft positioning with compensated tropospheric 
errors, can be used in the development of spatially distributed navigation systems. 
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Введение. Широкозонные мультилатерацион-
ные (Wide Area Multilateration) системы (далее –
WAM-системы) в настоящее время являются глав-
ными конкурентами радиолокационных комплек-
сов, используемых при управления воздушным дви-
жением [1], поскольку имеют следующие неоспори-
мые преимущества: 
 возможность покрытия больших пространств, 
в том числе со сложным рельефом местности; 
 низкую стоимость оборудования, размещения 
и эксплуатационных расходов; 
 высокую надежность и помехозащищенность. 
Важнейшим вопросом при создании 
WAM-систем является их точность. В настоящее 
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время предложено большое количество алгорит-
мов оценки местоположения (МП) воздушных су-
дов (ВС), которые дают возможность решить 
главную задачу навигации с точностью, близкой к 
потенциально достижимой для этой категории ра-
дионавигационных систем (см. [26] и ссылки в 
этих работах). Классификация и краткая характе-
ристика предложенных методов дана в [46]. Од-
нако предложенные алгоритмы были синтезиро-
ваны без учета явлений, сопровождающих рас-
пространение радиосигналов в околоземном слое 
атмосферы  тропосфере. Этот слой представляет 
собой неоднородную и неизотропную среду, элек-
трические параметры которой меняются в зависи-
мости от физического состояния тропосферы и 
высоты над поверхностью Земли. Вследствие 
этого скорость распространения радиоволн в тро-
посфере становится меньше скорости света в ва-
кууме и меняется в зависимости от высоты ВС и 
физического состояния тропосферы. Кроме того, 
лучи, вдоль которых распространяются радио-
волны в такой среде, искривляются. Возникает яв-
ление рефракции, приводящее к увеличению оп-
тической длины пути, проходимого радиовол-
нами от точки излучения до точки приема. 
Изучение влияния рефракции на качество 
функционирования радиотехнических систем яв-
ляется до настоящего времени актуальной про-
блемой. Интерес к ней вырос за последние годы в 
связи с интенсивным развитием высокоточных 
радионавигационных и радиолокационных си-
стем: спутниковая навигация [7, 8], радиолока-
торы с синтезированной апертурой антенны 
[9, 10], многопозиционные навигационные си-
стемы [1113]. 
Статья посвящена анализу ошибок оценки 
МП ВС в WAM-системе, которые возникают из-
за тропосферного распространения, а также син-
тезу алгоритма оценки с компенсацией этих оши-
бок. Приведены краткие сведения о моделях тро-
посферы, которые могут быть использованы для 
расчета ошибок, получена система уравнений, 
совместное решение которых позволяет вычис-
лить длину оптического пути при прохождении 
радиосигнала между точками пространства, где 
расположены передатчик и приемник, а также 
приведены результаты расчетов длин оптического 
пути и результаты моделирования оценки МП ВС 
в условиях тропосферного прохождения радио-
сигналов. На основании сделанных расчетов 
предложена модель тропосферного распростране-
ния, которая используется для синтеза алгоритма 
оценивания МП ВС. Синтезированный алгоритм 
позволяет компенсировать тропосферные ошибки 
распространения. Доказательства этого, получен-
ные методом математического моделирования, 
также приведены в статье. 
Модели стандартной атмосферы. Атмо-
сферу Земли в зависимости от высоты H над по-
верхностью принято делить на слои. Деление 
атмосферы на слои объясняется существенным 
различием их физических свойств. Это разли-
чие обусловлено различиями в механизме 
нагрева воздуха, действием поля силы тяжести, 
наличием паров воды, а также механизмом 
ионизации воздуха. В зависимости от распреде-
ления температуры воздуха в атмосфере при-
нято выделять следующие слои: тропосфера 
 0 11H   км; стратосфера  25 47H   км; 
мезосфера  53 79H   км; термосфера 
 90 105H   км. Между тропосферой и стра-
тосферой находится тропопауза, где темпера-
тура воздуха примерно постоянна и не зависит 
от высоты. Поскольку полеты ВС происходят на 
высотах до 16 км, на функционирование 
WAM-систем основное влияние оказывают тро-
посфера и тропопауза. 
В связи с тем, что распределение физиче-
ских параметров атмосферы по высоте носит 
сложный характер, который к тому же изменя-
ется во времени, для расчета используется мо-
дель стандартной атмосферы, которая рекомен-
дована Международной организацией граждан-
ской авиации (International Civil Aviation Organ-
ization, ICAO) [14]. Модель стандартной атмо-
сферы представляет собой совокупность значений 
наиболее важных физических параметров атмо-
сферы, установленных в результате большого 
числа наблюдений, а также физических законов, 
определяющих взаимную связь этих параметров с 
другими характеристиками атмосферы. Основ-
ными параметрами, установленными для стан-
дартной атмосферы на высоте среднего уровня 
моря, являются: 
 ускорение свободного падения 
0 9.80665g   м/с
2; 
 атмосферное давление 0 1011325p  Па; 
 плотность атмосферы 0 1.225  кг/м
3; 
 температура 0 288.15T  К; 
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 скорость звука 0 340.294a  м/с; 
 градиент уменьшения температуры воздуха 
в тропосфере 0.0065T   К/м. 
Для стандартной атмосферы принята модель 
линейного уменьшения температуры с увеличе-
нием H  до высоты тропопаузы tp 11H   км. На 
высотах выше тропопаузы считается, что темпе-
ратура воздуха не меняется. Таким образом, урав-
нение, описывающее изменение температуры с 
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где 0T   температура воздуха на высоте 0 ,H  за 
которую принята высота среднего уровня моря. 
Используя уравнение КлапейронаМенделе-
ева, с учетом (1) получим первое уравнение, опи-
сывающее состояние воздуха в статической атмо-
сфере: 
       ,p H R H T H   (2) 
где  H   плотность воздуха на высоте H; 
287.05287R   м2/(К·с2)  универсальная газовая 
постоянная. 
Для определения давления воздуха в атмо-
сфере рассмотрим цилиндрический объем высо-
той ,dH  площадь основания которого равна 1 м2. 
Для того чтобы этот объем оставался в равнове-
сии, необходимо, чтобы равнодействующая всех 
сил, приложенных к нему, была равна нулю. Если 
атмосферное давление на нижнее основание 
равно p, а давление на верхнее ,p dp  то уравне-
ние для равнодействующей силы будет иметь вид 
  0 0.p dp g H dH p         
Отсюда получим второе уравнение, описываю-
щее состояние воздуха в статической атмосфере: 




    (3) 
Уравнения (2) и (3) позволяют определить, как 
изменяется с высотой давление воздуха. Для этого 
разделим (3) на (2) и (1). В результате получается 








Уравнения (1) и (4) позволяют рассчитать по-
казатель преломления воздуха атмосферы .n  По-
скольку значение n  мало отличается от единицы, 
удобно ввести индекс рефракции 
  61 10 .N n 
 
Для расчета индекса рефракции Международ-
ный союз электросвязи (International Telecommu-
nication Union, ITU) определил следующее эмпи-











где атмосферное давление p  и давление паров 
воды e должны выражаться в гектопаскалях, а 
температура T   в Кельвинах. На рис. 1 представ-
лены зависимости температуры и давления от вы-
соты H  для стандартной атмосферы, а также за-
висимость  N N H  при относительной влаж-
ности воздуха 60 %,e   построенная в соответ-
ствии с (5). Штрихами на рисунке приведена кри-
вая для индекса рефракции, построенная в соот-
ветствии с 
    0 0exp ,N H N H H   (6) 
где 0 315,N   0 7.35H  км. Выражение (6) также 
рекомендовано МСЭ и, как следует из рис. 1, мо-
жет быть использовано для получения приблизи-
тельных оценок индекса рефракции вблизи по-
верхности. 
Изменение коэффициента преломления воз-
духа атмосферы с высотой приводит к одному 
очень важному явлению  рефракции. Рефрак-
цией в атмосфере называется явление искривле-
ния траектории луча, вдоль которого происходит 
распространение радиоволны. Рефракция радио-
волн в тропосфере приводит к тому, что фактиче-
ская длина пути, проходимого сигналом между 
точками излучения и приема, становится больше 
геометрического расстояния между ними. Опре-
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превосходить расстояния между точками излуче-
ния и приема. Для этого сделаем следующие пред-
положения: 
 показатель преломления  , ,n x y z    плавно 
меняющаяся функция пространственных координат; 
 длина волны    значительно меньше про-
странственного масштаба изменений показателя 
преломления среды распространения  , ,n x y z ; 
     2 2 2, , , ,n x y z n r r x y z      т. е. 
волна распространяется в сферически-слоистой 
атмосфере, параметры которой (температура, дав-
ление, влажность) зависят только от высоты над 
поверхностью; 
 Земля представляет собой сфероид, радиус 
которого 6371a   км. 
Первые два предположения делают возмож-
ным использовать для расчета метод геометриче-
ской оптики, считая, что радиоволна в атмосфере 
распространяется вдоль луча, оптическая длина 
которого подчиняется принципу Ферма [16]. Два 
других предположения соответствуют наиболее 
простой физической модели атмосферы, в кото-
рой отсутствуют горизонтальные градиенты пока-
зателя преломления. 
Допустим, что атмосфера представляет собой 
совокупность тонких слоев, в пределах каждого 
из которых можно считать показатель преломле-
ния одинаковым. Сферичность слоев требует кор-
ректировки второго закона Снеллиуса о прелом-
лении света [16]. На рис. 2 выделен слой, лежащий 
между двумя радиусами OA R  и ,OB R R   
на который под углом   с внутренней стороны 
падает луч. Допустим, что показатели преломле-
ния предшествующего и рассматриваемого слоев 
соответственно равны  n R  и  n R R  . 
Поскольку масштаб изменений показателя 












Рис. 1. Зависимости температуры, давления и индекса рефракции от высоты 
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Рис. 2. Преломление луча в сферически-слоистой  
атмосфере 
Fig. 2. Wave refraction in the spherically layered atmosphere 
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на границе слоев локально выполняется закон 
преломления Снеллиуса 
    sin sin ,n R n R R       (7) 
где    угол преломления в точке A . В соответ-









где .s AB   Из первой части этого уравнения 
следует, что    sin sin .R R R        Тогда 
       sin sin .Rn R R R n R R          
Следовательно, для сферически-слоистой 
среды 
    sin const,Rn R R   (9) 
где  n R  и  R   показатель преломления и 
угол падения для слоя с радиусом R. Выражение 
(9) является обобщением второго закона Снелли-
уса. Сам закон Снеллиуса является следствием 
принципа Ферма, и его обобщение также соответ-
ствует этому принципу. Данное замечание имеет 
принципиальное значение для дальнейших вы-
числений. 
Пусть источник сигнала (рис. 3) расположен в 
точке A  на расстоянии 0R a h   от центра Земли 
О, точка приема B   на расстоянии 1R a H   и 
расстояние между источником и точкой приема 
вдоль поверхности Земли ,S a   где    цен-
тральный угол, соответствующий горизонтальной 
дальности S, а h и H  высоты точек над поверхно-
стью. Предположим, что угол, под которым излуча-
ется сигнал по отношению к нормали к поверхно-
сти, равен 0 . Тогда вдоль всего луча на основании 
(9) для любого значения  0 1R R R R   будет вы-
полняться следующее равенство: 
        0 0 0sin sin .Rn R R R n R R C     (10) 
При этом луч с таким значением постоянной 
C будет иметь наименьшую оптическую длину, 
поскольку он соответствует принципу Ферма. 
Это, однако, не гарантирует, что луч обязательно 
пройдет через точку расположения приемника B. 
Для того чтобы луч соединял точки A и B, необхо-
димо найти нужный угол  0 0 .R    Поскольку 
значение этого угла на основании (10) однозначно 
определяет постоянную ,C  задача отыскания оп-
тической длины луча L  сводится к нахождению 
такой постоянной ,C  которая соответствует 
единственному лучу, соединяющему точки A и B. 
Для того чтобы найти такое значение постоянной 
C, выведем уравнение, связывающее приращения 
центрального угла   и радиуса R  (см. рис. 2). 
Воспользуемся первой частью (8), которую 
перепишем в эквивалентном виде, учитывая, что 
       и приращения всех величин, вхо-
дящих в него, малы: 




         
 
  
Тогда, принимая во внимание (7), получим 
   





R n R R n R R

 
   
 (11) 









R n R R C
 

  (12) 
Поскольку центральный угол   задан, из (12) 
можно найти соответствующую постоянную C. 
Теперь можно определить длину оптического 
пути L. Для этого воспользуемся (8) и (11): 
   
     2 2 2
.
sin
R R n R RR
s
R n R R n R R
   
 
   
 












n R R dR
L
n R R C


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b 
Рис. 3. Тропосферная рефракция  
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Уравнение (13) позволяет по известной посто-
янной C найти оптическую длину луча, вдоль ко-
торого распространяется электромагнитная волна 
из точки A, высота над поверхностью которой 
0 ,h R a   в точку B с высотой 1H R a   при 
условии, что вдоль поверхности Земли точки раз-
несены на расстояние .S a   
Разница ,r L D    где D  геометрическое 
расстояние между точками A и B, равное ошибке 
в определении дальности, возникающей вслед-
ствие рефракции радиоволн в атмосфере: 
2 2
0 1 0 1  2 cos .D R R R R     
На рис. 4 приведены рассчитанные по изло-
женной методике графики зависимости ошибки 
r  от расстояния D для МСЭ-модели стандарт-
ной атмосферы (6) при разных высотах источника 
H . Предполагается, что приемник находится на 
поверхности, т. е. 0h   км. Как видно на рис. 4, 
зависимости  r r D    практически линейны: 
 ,r L D D      (14) 
где  1    постоянный коэффициент, завися-
щий от высоты источника сигнала H и не завися-
щий от расстояния D. 
Возникающая за счет рефракции ошибка r  
влияет на точность оценки МП ВС в 
WAM-системах. В таблице приведены результаты 
математического моделирования оценки МП ВС в 
WAM-системе, содержащей 11J   приемных 
станций, полученные при отсутствии и в присут-
ствии рефракции. Для оценки МП ВС использо-
вался суммарно-разностный (СР) алгоритм, по-
дробный анализ которого был дан в [5, 6]. В част-
ности, в этих статьях показано, что ошибка изме-
рения псевдодальности для j-й приемной станции 
 ˆ , 1, ,j j jR c t j J       пропорциональна 
сумме двух статистически независимых случай-
ных компонент: ошибки измерения времени за-
держки j  и случайного ухода часов j-й прием-
ной станции от системного времени .jt  Поэтому 
суммарная ошибка измерения псевдодальности 
при моделировании может быть задана инте-
грально (без разделения на две указанные компо-
ненты) и считается нормальной случайной вели-
чиной с нулевым математическим ожиданием и 
среднеквадратической ошибкой (СКО), равной 
20 нс для всех приемных станций. 
Из таблицы следует, что явление рефракции 
не вызывает изменения СКО оценок координат 
ВС ,  но приводит к смещению оценок b. При 
этом, если в горизонтальной плоскости значения 
смещения невелики (примерно 4…10 м), что 
вполне допустимо для WAM-систем, то в верти-
кальной плоскости смещение недопустимо ве-
лико  43 м. Следовательно, необходимо синтези-
ровать такой алгоритм оценивания, который поз-
воляет компенсировать рефракционную ошибку. 
Синтез алгоритма оценивания местополо-
жения воздушного судна. Уравнение (14) позво-
ляет предложить следующую систему уравнений 
для псевдодальностей, полученных при наблюде-
нии ВС в WAM-системе: 
       
2 2 2 ˆ1 ,j j j jx x y y z z R        
 1, , ,j J  (15) 
где , ,x y z    координаты радиуса-вектора r   МП 
ВС; , ,j j jx y z   координаты радиуса-вектора jρ  
МП j-й приемной станции; J  количество прием-
ных станций; c T     ( T    неизвестная раз-
ность хода бортовых часов источника сигнала и 
Смещение и СКО оценки МП ВС 







СР-алг. Мод. СР-алг. 
b, м , м b, м , м b, м , м 
x 0 3.1 4.1 3.2 0 3.3 
y 0 3.2 8.6 3.3 0 4.0 
z 0 9.6 42.7 9.5 0.7 15.3 
 
Рис. 4. Зависимости рефракционной ошибки ∆r от рас-
стояния D при разных высотах H 
Fig. 4. Plots of the refraction error ∆r via the range D for 
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WAM-системы, c  скорость света); ˆ jR   изме-
ренная псевдодальность. 
Будем считать, что неизвестным в системе 
(15) является вектор   .Tx y z  V  Дан-
ный прием впервые был использован для компен-
сации рефракционной ошибки в [11]. Воспользу-
емся для нахождения оценок неизвестных пара-
метров СР-алгоритмом, предложенным в [5, 6]. 
Вычтем и сложим уравнения с номерами 










R R j J
        
  
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          
 
r ρ r ρ
r ρ r ρ
 
где    длина вектора в трехмерном евклидовом 
пространстве. 







      
 
r ρ r ρ  
   1 1ˆ ˆ ˆ ˆ 2 , 2, , .j jR R R R j J       (16) 
Решим систему (16) в предположении 0.   
Учитывая, что  
2 22
2 , ,j j j   r ρ r r ρ ρ  
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b   
2 2ˆ,j j j jR b b ρ    скалярные 
произведения Лоренца.  
Решение системы (18) # ,v G w где 
#G   ле-
вая псевдообратная матрица матрицы .G   Полу-
ченное решение используем для формирования 
нулевого приближения 
   
 
0 0 0 0











для решения системы (15), которую будем решать 
итерационно, методом малого параметра. Для 
этого представим неизвестное решение в виде 
0   V V V  
 0 0 0 0
T
x x y y z z            (19) 
и разложим систему (15) в ряд Тейлора в окрест-
ности точки 0 ,V  ограничиваясь величинами пер-

























где      
2 2 2
0 0 0 0j j j jR x x y y z z       
 оценка истинной дальности. В матричной за-
писи решение системы (20) примет вид 










j j j j








Q    
матрица размера 5;J    #Q    псевдообратная 








   R   Окончатель-
ное решение имеет вид (19). 
В таблице приведены результаты моделирова-
ния синтезированного алгоритма, получившего 
название модифицированного СР-алгоритма, при 
тех же сценарных условиях, что были приняты ра-
нее. Как следует из таблицы, использование предла-
гаемого алгоритма позволило практически полно-
стью ликвидировать смещение оценок: даже в вер-
тикальной плоскости оно получилось меньшим 1 м. 
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Увеличение СКО оценки высоты, которое соста-
вило 60 %, является платой за введение новой пе-
ременной    в состав вектора неизвестных си-
стемы (15). Отметим, что полученное значение 
СКО оценки высоты осталось в допустимых для 
WAM-системы пределах. 
Заключение. Неоднородность тропосферы как 
среды распространения сигналов широкозонных 
мультилатерационных систем навигации (WAM-си-
стем) приводит к смещению оценок местоположе-
ния воздушных судов. Особенно большие значения 
смещений получаются в вертикальной плоскости. 
Это делает задачу синтеза алгоритма оценивания 
местоположения с компенсацией возникающих 
вследствие рефракции радиоволн в тропосфере 
ошибок чрезвычайно актуальной. 
В статье показано, что рефракционная ошибка 
при измерении дальности до воздушного судна ли-
нейно зависит от его дальности. На основании этой 
модели в статье синтезирован модифицированный 
суммарно-разностный алгоритм оценки координат 
воздушных судов. Модификация заключается во 
введении и последующей оценке дополнительного 
неизвестного параметра, который характеризует 
увеличение оптического пути радиосигнала в тропо-
сфере по сравнению со свободным пространством. 
Алгоритм позволяет ликвидировать возникающее 
из-за рефракции смещение оценок координат ценой 
небольшого увеличения СКО оценки высоты вслед-
ствие увеличения количества неизвестных системы 
уравнений, решением которой является вектор ко-
ординат воздушного судна. 
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